Ecole Supérieure de Commerce 2009, filiere économique

Exercice. Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul. On dispose d’une piece dont la probabilité
de faire « pile » est p € ]0;1[ et de (n + 1) urnes numérotées de 0 a n. Pour tout k € {0,...,n}, Purne
numéro k contient k boules vertes et (n — k) boules rouges.

On considere 'expérience & suivante : on lance n fois la pieéce puis on pioche une unique boule dans
I'urne dont le numéro correspond au nombre de fois ot « pile » a été obtenu. (Par exemple, si on a obtenu
quatre « pile » au cours de ces n lancers, on pioche dans 1'urne numéro 4.)

On note X la variable aléatoire correspondant au nombre de « piles » obtenus lors des n lancers et Y la
variable aléatoire qui vaut 1 si ’on tire une boule verte et 0 sinon.

1.

a)

Reconnaitre la loi de probabilité de la variable aléatoire X. On précisera en particulier X (£2) et
P(X = k) pour tout k € X ().
Donner 'espérance mathématique E(X) et la variance V(X).

En déduire la valeur de E(X?).
Calculer Py_q(Y =0) et Pix—p,(Y =0).

Justifier que, pour tout k € {0,1,...,n}, Px_py(Y =1)=

S|

E(X)

En déduire, en utilisant le systéme complet d’événements ([X =
n

,que P(Y =1) =

k])nggn
Donner alors la loi de Y et son espérance.
Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

E(X?)

n

Montrer que E(XY) = Z EP(X =kNY =1) =
k=1

En déduire la covariance du couple (X,Y).

Indications et remarques

1.

2)

Il faut passer le temps nécessaire a la compréhension du sujet (ne pas hésiter a traiter un cas
particulier, a faire un dessin, un arbre, etc.) et parfois lire toutes les questions avant de se lancer.
Ici c’est une situation tres classique d’une loi usuelle a reconnaitre absolument.

Conséquence d’une formule du cours.

La réponse a ce genre de question de compréhension du sujet doit étre particulierement soignée
(c’est une question de lecture, pas de mathématique).

Idem.

La formulation indique 'utilisation de la formule des probabilités totales (& citer et connaitre
parfaitement).

Rappelons que déterminer une loi c’est donner les valeurs possibles et la probabilité de chacun
d’elle.

Application directe du cours.
Question plus difficile.

Il faut commencer par donner la définition de la covariance (cours) puis utiliser les résultats
précédents : une derniére question peut donc étre tres facile!
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